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Résumé

Nous étudions l’équationFn = qkyp où q est un nombre premier etk un entier positif. Nous la résolvons pour tous
q /≡ 1 (mod 4) et obtenons des conditions nécessaires lorsqueq ≡ 1 (mod 4). En particulier, nous répondons à une quest
de Ribenboim concernant l’équationFn = 2kyp . Pour citer cet article : Y. Bugeaud et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 339
(2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

On Fibonacci numbers of the form qkyp . We study the equationFn = qkyp whereq is a prime number andk is a positive
integer. We solve it for allq /≡ 1 (mod 4) and get partial results whenq ≡ 1 (mod 4). In particular, we answer Ribenboim
question aboutFn = 2kyp. To cite this article: Y. Bugeaud et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 339 (2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Dans un travail précédent [3], nous avons démontré le résultat suivant.

Théorème 1.1. Les seuls nombres de Fibonacci qui sont des puissances pures sontFn = 0, 1, 1, 8 et 144, qui
correspondent respectivement àn = 0, 1, 2, 6 et 12. De plus, les seuls nombres de Lucas qui sont des puissa
pures sontLn = 1 et 4, pour lesquelsn = 1 et 3.

La démonstration, qui combine la théorie de Baker et la méthode modulaire, a requis environ une sem
calculs effectués à l’aide des logicielspari [1] et magma [2].

Adresses e-mail :bugeaud@math.u-strasbg.fr (Y. Bugeaud), mignotte@math.u-strasbg.fr (M. Mignotte), siksek@squ.edu.om (S. Sikse
1631-073X/$ – see front matter 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.
doi:10.1016/j.crma.2004.06.007
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Dans la présente Note, nous étudions des conséquences élémentaires de ce résultat : nous résolvons p
l’équationFn = qkyp, aveck > 0, oùp et q sont des nombres premiers ety � 1. Nous commençons par trait
le casq = 2, qui répond à une question de Ribenboim, intéressé par ce problème en raison de son alg
(voir [6]) pour résoudre l’équationFn = ayp, oùa etp sont fixés.

Théorème 1.2. Les seules solutions de l’équation

Fn = 2kyp, k > 0,

avecy impair sont données parn = 3, 6 et 12. De plus les seules solutions de l’équation

Ln = 2kyp, k > 0,

avecy impair sont données parn = 0, 3 et 6.

Pourq impair nous obtenons le résultat partiel suivant.

Théorème 1.3. Soitq un nombre premier impair. Considérons l’équation

Fn = qkyp, k > 0, p premier. (1)

Alors

– soitn est pair et alorsn = 0, Fn = 0 oun = 4, Fn = 3 oun = 12etFn = 32 × 42 = 32 × 24,
– soit n est impair,q ≡ 1 (mod 4) et le plus petit entierr > 0 tel queq divise Fr est impair. Si une telle

solution n existe et siq �= 5, alors il existe une solution pour laquelleq ne divise pasn. Pour q = 5, la
seule solution estF5 = 5. De plus, pour5 < q < 100, les seules valeurs pour lesquellesr est impair sont
q = 13,17, 37, 53, 61, 73, 89 et 97.

2. Rappels

Les résultats ci-après sont classiques, et sont rappelés dans [6].

Lemme 2.1. Les nombres de Fibonacci et Lucas vérifient:

Fn = ωn − τn

√
5

, Ln = ωn + τn, oùω = 1+ √
5

2
, τ = 1− √

5

2
.

De plus, on a

F2n = FnLn, F3n = Fn

(
5F 2

n + 3(−1)n
)
, (2)

L2n = L2
n + 2(−1)n+1, L3n = Ln

(
L2

n + 3(−1)n+1), (3)

L2
n − 5F 2

n = 4(−1)n. (4)

Enfin, sin = rm avecm > 1 et r > 1, alors il existe un entierZ > 1 tel que

Fn = ZFm et pgcd(Z,Fm) diviser. (5)

Le lemme suivant est encore plus élémentaire.
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Lemme 2.2. Les résidus deLn etFn modulo4 dépendent seulement den modulo6 et sont donnés par la table

n mod 6: 0, 1, 2, 3, 4, 5,

Fn mod 4: 0, 1, 1, 2, 3, 1,

Ln mod 4: 2, 1, 3, 0, 3, 3.

De plus,

• 3 | Fn si, et seulement si,n ≡ 0 (mod 4), et
• 3 | Ln si, et seulement si,n ≡ 2, 6 (mod 8).

3. Démonstration du Théorème 1.2

3.1. Cas de la suite de Fibonacci

Supposons d’abordk = 1 et montrons qu’on a alorsn = 3. Supposons qu’il existen > 3 tel queFn = 2yp

avecy impair et prenonsn minimal. Les congruences de la table montrent quen = 3m pour un certainm impair.
De (2) nous déduisonsFm(5F 2

m − 3) = 2yp. Commem est impair, le Lemme 2.2. montre que 3/|Fm. On a donc

Fm = y
p

1 , 5F 2
m − 3 = 2y

p

2 , ou Fm = 2y
p

1 , 5F 2
m − 3 = y

p

2 ,

avecy1 et y2 impairs. Dans le premier cas, nous savons quem = 1 et doncn = 3, contradiction. Le second ca
contredit la minimalité den.

Supposons maintenantk � 2. Le Lemme 2.2. impliquen ≡ 0 (mod 6). Posonsn = 2m avecm ≡ 0, 3 (mod 6).
Alors Fn = FmLm et le Lemme 2.2. montre que 8| Fn, donck � 3.

Par (4), on voit que pgcd(Fm,Lm) = 1 ou 2. CommeFmLm = Fn = 2kyp, on a

Fm = 2y
p

1 , Lm = 2k−1y
p

2 , ou Fm = 2k−1y
p

1 , Lm = 2y
p

2 , (6)

avecy1 et y2 impairs. Dans le premier cas,m = 3, doncn = 6, k = 3, comme affirmé dans le théorème.
Supposons désormaisk � 3 et que la seconde factorisation de (6) a lieu. Sik = 3 alorsFm = 22y

p
1 , qui ne

possède pas de solutions. Ainsi, la seule solution pourk = 3 estn = 6. Si k = 4, alors on aFm = 23y
p

1 , équation
qui vient d’être résolue, doncm = 6 et n = 12, comme affirmé dans le théorème. Il reste à établir qu’il n
pas de solutions sik > 4 ; si tel n’est pas le cas, prenons une solution aveck minimal. On a alorsFm = 2k−1y

p

1 .
La minimalité dek > 4 entraînek − 1 = 4, doncm = 12, n = 24. CommeF24 = 25 · 32 · 7 · 23 n’est pas de la
forme 2kyp, on aboutit à une contradiction.

3.2. Cas de la suite de Lucas

Considérons maintenant l’équationLn = 2kyp. Le casp = 2 a été résolu par Cohn [4] et donne les solutions
l’énoncé, on supposera doncp > 2.

Montrons d’abord quen est impair. Supposons au contraire quen = 2m. La première identité de (3) impliqu
2kyp = L2

m + 2(−1)m+1, donck = 1. Écrivantx = Lm/2, il vient

yp + (−1)mp = 2x2.

Pourp � 5, l’équationap+bp = 2c2 a été résolue par Ivorra : le Théorème 2 de [5] montre quex = y = (−1)m = 1.
Mais Lm = 2 est impossible pourm > 0. Reste le casp = 3 où l’on voit que(X,Y ) = (2y,4x) est un point en-
tier sur l’une des courbes elliptiquesY 2 = X3 ± 8. On résout ces équations à l’aide demagma et on obtient
(X,Y ) = (2,±4), (1,±3), (46,±312), (2,0), ce qui donneLm = 0, 2, 158, cas tous impossibles pourm > 0.
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Doncn est impair. Il reste à montrer quen = 3. Fixonsk > 0 et supposons quen est minimal tel queLn = 2kyp

et n > 3. De la table du Lemme 2.2 et du fait queLn est pair, nous voyons quen = 3m pour un certainm impair.
Puis la seconde identité de (3) implique 2kyp = Lm(L2

m +3). Commem est impair, la dernière partie du Lemme 2
montre que 3/|Lm. Ainsi, on a

Lm = 2ky
p

1 , L2
m + 3 = y

p

2 ou Lm = y
p

1 , L2
m + 3 = 2ky

p

2 ,

pour desy1, y2 convenables. La première possibilité est éliminée comme suit : la minimalité den impliquem = 3
et doncLn = L9 = 4 × 19, contradiction. Laseconde possibilité n’a pas lieu en vertu du Théorème 1.1, sauf
m = 1, qui donnen = 3 comme affirmé.

4. Preuve du Théorème 1.3

Supposons d’abordn pair dans (1) avecn > 0, disonsn = 2m. On a alorsFn = FmLm et

Fm = qky
p

1 et Lm = y
p

2 , ou Fm = y
p

1 et Lm = qky
p

2 ,

ou

Fm = 2p−ly
p
1 et Lm = 2lqky

p
2 , ou Fm = 2p−lqky

p
1 et Lm = 2ly

p
2 , l ∈ {1,2},

où y1 et y2 sont certains entiers positifs. Dans le dernier cas, notant quel = 2 ne peut avoir lieu que sip = 3
(le pgcd deFm et Lm est égal à 2 dans ce cas), il suffit de résoudre l’équationLm = 4y3. Par les Théorèmes 1
et 1.2, on voit quen � 12 et le casn pair est complètement résolu après un coup d’œil rapide à la liste desFn pour
0 � n � 12.

Considérons enfin le casn impair de (1). L’Éq. (5) impliqueq ≡ 1 (mod 4), du fait que−1 doit être un résidu
quadratique moduloq . Puisquer divisen, il est impair.

Supposons maintenant queFn = qkyp et queq divisen, soit n = qm. Alors, par (5),Fm = qlzp. Si l = 0, le
Théorème 1.1 impliquem = 1, doncn = q , ce qui imposeq = 5. Pourl > 0 nous aboutissons à une situati
similaire à la précédente, mais avec vq(m) < vq(n) et si q divise m on peut répéter le même argument. D’
la seconde affirmation. Siq = 5 alors 5| n. La « descente » précédente peut continuer jusqu’àF5 = 5. Comme
F25 = 52 × 3001, la seule solution estF5 = 5.

La dernière affirmation est obtenue via un calcul trivial.
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